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Euler und die Logarithmen
Albert A. Gachter

Im Jahre 2007 feierten wir den 300. Geburtstag des grossen Schweizer Mathematikers
Leonhard Euler. Andreas Speiser hat einmal geschrieben: Jeder Fischzug in seinen Werken
liefert neue Beute. Seine Auffassung der Mathematik hat das meiste, was im 19. Jahrhundert
galt, iberdauert und wird mit jedem Tag moderner. Werfen wir einen kurzen Blick auf seine
Beschéftigung mit den Logarithmen!

Eulers bahnbrechendes Werk Introductio in Analysin Infinitorum (Einleitung in die
Analysis des Unendlichen) ist, wie E. A. Fellmann in der Euler-Biographie schreibt, fur
Generationen zum Vorbild und Fundament der mathematischen Lehrbuchliteratur geworden.
Darin entwickelte er das Konzept der Funktion (anstelle der alteren Kurvenvorstellung) und
zeigte den Weg in eine moderne Funktionentheorie.

Wir verdanken Euler in seiner Introductio unter anderem folgende Beitrdge zum Thema
Logarithmus:

o eine sehr einfache Berechnung eines Logarithmus von Hand mit einigen netten
Textaufgaben;

o die Einflihrung des Logarithmus als Inverse der Exponentialfunktion mit der
Madglichkeit, diese Definition auch auf komplexe Zahlen auszudehnen;

« die Worter Basis und Mantisse; Euler verwendete Mantisse als erster nur fur die
Dezimalstellen eines Logarithmus;

o die Entwicklung jeder Funktion (insbes. auch exp und log) in eine Potenzreihe (wobei
nicht alles erschlossenes Neuland war).

Da sich seine Berechnung eines Logarithmus von Hand sehr gut fiir den gymnasialen
Unterricht eignet, sei hier darauf eingegangen. Es ist ein starkes didaktisches Prinzip, erst dann
den Taschenrechner fiir Funktionen einzusetzen, wenn man diese prinzipiell auch von Hand
berechnen konnte. Das trifft insbesondere auf das Wurzelziehen (Heron), die Ermittlung eines
Sinus (Winkeldreiteilung) und den Logarithmus zu. Historisch gesehen entwickelte sich das
Logarithmieren aus der geschickten Gegentiberstellung einer geometrischen Folge (Numeri)
und einer arithmetischen Folge (Logarithmen). Dem arithmetischen Mittel zweier Zahlen der
aF entspricht das geometrische Mittel der entsprechenden Zahlen der gF. Mit dieser einfachen
Idee arbeitet nun Euler und generiert eine Intervallschachtelung oder ein binary search.

In dieser Art und Weise hatten schon Briggs und Vlacq ihre Tafeln gerechnet, bemerkt Euler,
was jedoch nicht ganz zutrifft (Briggs verwendete ebenfalls die beiden Mittel, setzte aber noch
seine 'goldene Regel' ein).

Euler erstellt also eine Antilogarithmentabelle, indem er bei den Logarithmen jeweils das
arithmetische Mittel und bei den entsprechenden Numeri das geometrische Mittel bildet. Von
Hand sieht der Beginn folgendermassen aus:



A == 1, ccoooo; {A == 0, c0oco00d

fit

B =—10,000000; I{B = 1, oococco; C =y AB
C ==3, 162277; {C == o, j5o000000; D=yBC
D =3, 6134135 ID = o, 7500000; E =y CD
E =4, 216964; /E == o0, 6t§0000; F =y DE
F == 4, 869674; IF == o, 6875000; G =y DF
G = 5,2320915 G = o, 71875005 H =VFG
H == 5,048065; I{H =0, 7031250; 1 ==y FH
I =4, 958c69; (I =— o, 6953125; K = v HI

= 5, 002867; /K == o, 69921873 L =V IK
L = g 5804165 /L == o, 65726565 M= VKL Berachnung von g5

=4, 991627; IM = o, 69824215 N =vEM
N =4 997:42; IN == o, 6987304; O =vKN Euler schreibt Ig als /
O =35, oooos3; [0 == o, 6989745; P =—=yNO Kp. 6, 5.76
P = 4 998647; I[P = o, 65885355 L =V or
Q == 4 9993505 IQ == os 69891355 R =vV0Q
R — 4, 0997015 IR == o, 69894405 § =+ OR
§ = 4 9998765 I8 == o, 69895923 T =y OS
T = 4, 999963 = o, 6989668; V =+VOT
V — 5, coocol; = o, 6989707; W =y TV
W= 4, 999984; W= 0, 6089687; X =\ WV

== 4, 9v9997; IX = o, 6989697; T =y VX
T == 5, ocooo3; I == o, 69897025 & =V XT
Z == 5, coovoo; (& ==o0, 6989700;

Numeri Logarithmen

gM(1,10)=3.16 €4—— am(0,1)=0.5 <«— 1. Schritt
44— 3. Schritt
gM(3.16,10)=5.62 4————am(05,1)=0.75 «— 2. Schritt

-+ solange fortsetzen, bis links die 5 so genau wie gewlnscht erreicht wird

Die beiden Folgen konvergieren zlgig:



(Dank an Daniel Baumgartner fiir die folgende Graphik).

Schri Numeri-Folge g4 in |1, wrarit hmenfolge ag in [0,
Schritt N Folge g 1,10 Logaritl folg 0,1
1 0
1 gM(L.10) = 316 = g — aM(0.,1) = 0.5 = a,
d eMigi.g:) = 421 = — aM(ay 22) = 0.625 = ay
i eMigs.2) = 486 = g — aM(ag.az2) = 0.6875 = ay
i eMigygs) = 495 =g — aM(ajas) = 0.6953125 = ay
! 1 )
: 3 log(5)
1 T T
4 eMlgygs) = 504 =g e aM(ay.as) = 0.7031 = ag
5 eMlgsp) = 523 =g — aM(ay a2) = 07187 = ay
9 eM(g,,10) = 562 = —k aM(a; 1) = 0.75 = a2
10 1
A R C ' P E | F |
. Logarithmus nach Euler
2
3 | Introductio in Analysin Infindtorum, 7748, Kp.6
4
_5_ Berechnung von 10er-Loganthmen nach der Methode von Euler,
| B || Idee: aM fir die Logarithmen, ghd for die Mumeri; binary search,
G
8| rwmenss: S numeri logarithmen
10
1 1.000000  10.000000| 00000003 1.0003000
12 3162278 10.000000 0.500000C  1.0000000
13 3162278 5623413 050000000 07500000
14 4 216965 5623413 0E250000 07500000
15 4 BEOBTS 5623413 0GEF50000 07500000
16 4 BEOETS §232991 068750000 07187500
17 4BEOBTS 5048086 DAE7S000 07031250
| 18 | 4 958068 5048066 06953125 07031250
19 4950068 5002065 06953125 0.6992160
20 4960416 5002065 06972656 0.6992180
21| 4991626 50020865 069524220 0.6992188
5 4997243 5002865 06957305 0.6992188
23 4997243 5000053 06957305 06959746
24 4 S95645 5000053 06985525 06989746
25 4999350 5000053 0B989136 06989746
X 4 999702 5000053 0E3E9441 0EI89746
27 4 999877 5000053 06389594 06989746
28 4 900965 5000053 0B95967C 0.6959746
|29 4 S00965 5000009 06939670 06959708
|1 30 | 4900037 5000009 0B389583 06989708
31 4999995 5000008 06959608  0.6959708
32 4999998 5000004 0999698 0.6989703
33 4999995 5000001 06959693 06959701
34 4999939 5000001 06969700 06959701
35 4 599953 5000000 0R9ES70C 0.6985700
G 3] 5 000000 5000000 0ORSES70C 06985700




Diese Tabelle Iasst sich also bequem auch mittels Tabellenkalkulation berechnen.

Euler ist sich aber bewusst, dass es schnellere Verfahren gibt. Er bemerkt anschliessend noch,
dass es genugt, die Logarithmen der Primzahlen zu berechnen. Interessant ist die Feststellung,
dass man um 1875 Uber 550 verschiedene Logarithmentafeln zahlte!

Eine Frage bleibt jedoch offen: Wie haben Briggs und Euler die Quadratwurzeln berechnet?
Dies ist aber eine andere (spannende) Geschichte.

Referenz:

Fellmann E.A.: Leonhard Euler. rororo Monographie, 1995
Originaltexte der Introductio in Lat./ Engl./ Franz. im Internet



